Zahldarstellung mit negativen Ziffern

In Dezimalschreibweise ist der Wert einer n-stelligen Zahl d,,_; ... d3dyd dy gegeben
durch den Term d,,_; - 10" '+ ... 4+d3-103+dy - 10® +d; - 10+ dy - 1, wobei die Ziffern
d; einstellige, nicht-negative ganze Zahlen (0,1,2,...,9) sind. So ist z.B.

4703 =4-10+7-10>+0-10+ 3 - 1.

Nun ist aber der obige Term genauso gut berechenbar, wenn man fiir die d; auch
negative Werte (-9,-8,...,-1,0,1,...,9) zulédsst. So hat

5-10°—3-10°+0-10+3-1=4703

denselben Wert wie der Term der Beispielzahl oben. In Dezimalschreibweise konnte
man diesen Term unter Verwendung negativer Ziffern ausdriicken: 5303. Fiir die
negative Ziffer —3 verwende ich! die fiir die Zahldarstellung praktischere Schreib-
weise 3. (Kommazahlen lassen sich zwanglos in dieses Schema einordnen; Man darf
allerdings den Querstrich einer negativen Ziffer nicht mit dem fiir einen periodischen
Dezimalbruch verwechseln.)

Mit Zahlen, die negative Ziffern enthalten, kann man die meisten schriftlichen
Rechenoperationen fast wie gewohnt ausfiihren, nur dass man gegebenenfalls
subtrahieren statt addieren muss. Daraus ergeben sich beim Rechnen einige Verein-
fachungen, die in Abschnitten zu den jeweiligen Rechenarten beschrieben werden.
Andererseits ist mit negativen Ziffern die Darstellung einer Zahl nicht mehr eindeutig
(123 = 277 = 283 = 137), wodurch ein GriBenvergleich von Zahlen erschwert wird;
es ist z.B. 2 > 19, da 19 = 1.

Dabher ist es verniinftig, Zahlen mit negativen Ziffern nur als Rechenhilfe zu verwen-
den, nicht aber zur Darstellung von Zahlengréfien.

Negative Ziffern und ihre Anwendung werden z.B. in [Blogannath] (Kapitel ‘Vincu-
lums’) beschrieben.

Umwandlung positiver und negativer Ziffern

Negative Ziffern sollen als Rechenhilfsmittel dienen. Daher ist es wichtig, dass man
negative und positive Ziffern in Zahlen ohne grofien Rechen- und Denkaufwand in-
einander umwandeln kann.

Unser Hauptwerkzeug dazu ist das Zehnerkomplement (ZK) einer Ziffer d, worun-
ter einfach ZK(d) = 10 — d zu verstehen ist.? Dazu kommen noch Ubertrige von +1
auf nachfolgende hohere Stellen.

Die Zahlen sind in diesem Kapitel zur besseren Erlduterung der Umwandlungsopera-
tionen in Tabellenform dargestellt. In der Praxis wiirde man eine weniger aufwendige
Gleichungsschreibweise 3721 = 2319 benutzen bzw. in einem schriftlichen Rechen-

schema die umgewandelten Zahlen einfach {ibereinander schreiben: 3 7 2 1
2319

Auch ist keinesfalls daran gedacht, in der Praxis die Umwandlungsoperationen expli-
zit aufzuschreiben; dies dient an dieser Stelle nur zu deren Erlduterung.

!Das ist, glaube ich, kein ‘offizielles’ mathematisches Symbol.
27K (0) = 10, d.h. 0 mit einem Ubertrag von 1 auf die nichsthohere Stelle



Positive — negative Ziffer

Um eine positive Ziffer in eine negative umzuwandeln, ersetzt man 56 2

die positive Ziffer d durch das negative Zehnerkomplement 10 — d. ? L

Zum Ausgleich kommt ein Ubertrag von +1 auf die néchsthchere B 3

Stelle hinzu. (—(10 — d) + 10 = d) 5738

Nullen werden nicht umgewandelt.

Der Ubertrag kann sich gegebenenfalls auch auf nachfolgende hihe- 592

re Stellen auswirken: Ist die néchsthohere Ziffer eine 9, wird diesezu ¢ 1 |

0 und der Ubertrag wird an die iibernéchste Stelle weitergegeben. & ° g
608

Wenn man die Ziffer an der hochstwertigen Stelle umwandelt, muss 841

man wegen des Ubertrags die Zahl links um eine Stelle 1 ergénzen. =L

~

1241

Negative — positive Ziffer

Um eine negative Z_iffer in eine positive umzuwandeln, ersetzt man 56 2

die negative Ziffer d durch das positive Zehnerkomplement 10 — d. T8

Zum Ausgleich kommt ein Ubertrag von —1 auf die néchsthéhere G

Stelle hinzu. ((10 — d) + (—=10) = —d = d) 442

Der Ubertrag kann sich gegebenenfalls auch auf nachfolgende hihe- 2506 2

re Stellen auswirken: Ist die néchsthohere Ziffer eine 0, wird diese 1oy

zu 9 und der negative Ubertrag wird an die iibernéchste Stelle wei- SIC

tergegeben. 24942

Falls dabei mehrere Nullen aufeinanderfolgen, werden alle zu 9. Der 2 0 0 6 2

Ubertrag wird auf die erste nachfolgende Ziffer angewandt, die # 0 TLoLoR

ist. - 2
19942

Alternativ kann man den Ubertrag —1 auch direkt auf die 0 anwen- 25062

den und sie durch 1 ersetzen. Nachfolgende Stellen sind dann nicht TR

betroffen. i
25142

Der negative Ubertrag lisst sich zwanglos auch auf negative Zif- 97 4 1

fern anwenden: Folgen zwei negative Ziffern aufeinander, wird die 4oy

hoherwertige Stelle einfach um 1 vermindert. 2C
9861

Muss 9 um 1 vermindert werden, setzt man 0 ein und wendet den 3027

Ubertrag auf die {ibernéchste Stelle an. © 0y
2087

Genau betrachtet gehorchen negative Ubertriige genau derselben Logik wie positive.
Weil sie aber nicht so vertraut sind wie positive Ubertrédge, werden sie hier ausfiihr-
licher dargestellt.



Umwandlung in eine Standardzahl

Der héufigste Fall wird die Umwandlung einer Zahl mit negativen Ziffern (z.B. im Er-
gebnis einer schriftlichen Rechnung) in eine Standardzahl mit ausschliefllich positiven
Ziffern sein.

Dazu wendet man einfach die Umwandlungsoperationen negativ — positiv auf alle
negativen Ziffern an, wobei man die Zahl von rechts nach links abarbeitet (+—).

—_

Bei zwei oder mehr aufeinanderfolgenden negativen Ziffern ist es 49
gleichgiiltig, ob man den Ubertrag —1 vor. ..
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...oder nach der Zehnerkomplement-Bildung anwendet. 4
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Diese Umwandlung sollte man so lange {iben bis man sie automatisch beherrscht.

Im Anschluss an den Abschnitt iiber negative Zahlen wird noch eine alternative Um-
wandlungsmethode?® beschrieben.

Alle Ziffern > 5 umwandeln

Umgekehrt kann es auch notwendig sein, positive Ziffern in negative umzuwandeln,
wenn man Zahlen mit Ziffern darstellen will, die moglichst kleine Betrdge haben. Das
bringt z.B. Vorteile bei der schriftlichen Multiplikation, da dann nur noch Produkte
von kleinen Zahlen berechnet werden miissen.

Wieder arbeitet man die Zahl von rechts nach links ab und 3958216
wandelt alle Ziffern, deren Betrag grofer als 5 ist, in die zu- N S S
iy . . Lo xx LoE
gehorigen negativen Ziffern um. Als Zehnerkomplemente der CHCEEC
urspriinglichen Ziffern sind ihre Betrége nun kleiner als 5. E
Eine Ziffer 5 kann durch einen Ubertrag zu 6 werden und muss 40422214
dann ebenfalls umgewandelt werden. —
Auch Zahlen, die bereits negative Ziffern enthalten, kann man 629107
auf diese Weise vereinfachen. b s TR
Eine 0, die durch einen Ubertrag —1 vermindert wird, setzt meEs =3
man zu 1. 1411113
Ist die hochstwertige Ziffer grofier als 5, wandelt man sieum (6 11 1 1 3)

und ergénzt die Zahl links um eine zusétzliche 1. (Wenn man
die Stellenzahl nicht vergréfiern mochte, kann man sie auch
unumgewandelt stehen lassen.)

3Es ist nicht unbedingt empfehlenswert, zu viele Umwandlungsmethoden gleichzeitig zu verwen-
den. Um Fehler zu vermeiden sollte man sich besser eine Methode auswihlen und sie verinnerlichen.



Darstellung und Umwandlung negativer Zahlen

Eine negative Zahl lasst sich auf zwei Arten darstellen:

Einmal ganz konventionell durch ein negatives Vorzeichen, unabhingig davon ob die
Zahl nur positive oder auch negative Ziffern enthélt (—235 = —375 ...). Lediglich
die hochstwertige Ziffer sollte dabei positiv sein.

Andererseits ist eine Zahl ganz ohne Vorzeichen negativ, wenn mindestens ihre hochst-
wertige Stelle eine negative Ziffer enthilt. (366 = 246 = 374 = 234 = —234)

Am einfachsten und sichersten wandelt man beide Darstellungen — mit Vorzeichen
und ohne Vorzeichen — ineinander um, indem man einfach bei jeder Ziffer das Vor-
zeichen umdreht. (—123 = 123, —174 = 174, —827 = 827, —253 = 253). Auf die
gleiche Weise erhélt man zu einer gegebenen Zahl die Gegenzahl in vorzeichenfreier
Schreibweise. In schriftlichen Rechnungen reicht diese Umwandlungen aus.

Die oben beschriebenen Regeln zur Umwandlung von Einzelziffern bleiben dabei
giiltig. Eine negative Zahl wie 3471 ist ja eigentlich nur eine Abkiirzung fiir den
Term —3000 + 471, in dem die positive Zahl 471 noch beliebig umgeformt werden
kann.

Neben den Regeln oben kann man aber auch noch eine weitere Methode zur Um-
wandlung der Gesamtzahl verwenden. In der Vedischen Mathematik ist ein derartiges
Rechenschema als Nikhilam bekannt:

In der einfachsten Darstellung einer negativen Zahl ohne Vorzeichen ist nur die
hochstwertige Ziffer negativ. Die Umwandlung in diese Darstellung ist einfach:

Die hochste Ziffer h wird durch die negative Ziffer h + 1 ersetzt. —-710814
Alle weiteren Ziffern w bis auf die letzte werden durch ihr po- qzzz3
sitives Neunerkomplement NK(w) = 9 — w ersetzt. ERCHCRCEC
Die letzte Ziffer wird durch ihr Zehnerkomplement ersetzt. 88916
Eine fithrende 9 wird zu 0 aber mit einem Ubertrag von T auf ~—9 53 9 4
die néchsthohere Stelle. At 2225
104606
Im Unterschied zu Nullen innerhalb der Zahl lisst man —3 5140
anhéngende Nullen effektiv einfach stehen und beginnt die Um- qz2z5°
wandlung mit der Zehnerkomplement-Bildung bei der ersten EECECE-
Stelle, die # 0 ist. 44860
Nur, wenn aufler der héchstwertigen alle Ziffern Null sind, funk-
tioniert das Schema etwas anders; dann ist einfach —d0...0 = —35100
d0...0, also z.B. =70 = 70 oder —2000 = 2000. 122°°
44900



Die Riickumwandlung in eine Standardzahl mit negativem 34826
Vorzeichen funktioniert genauso, nur dass man fiir die negative “ Z2zzy
Ziffer d die positive Ziffer d — 1 einsetzt. SCECHCHC
—25174
Eine fithrende 1 wird dabei zu 0 und fillt weg. 19570
Anhéngende Nullen werden wie oben behandelt. T
27z
- 7430

Weitgehend das gleiche Rechenschema kann man anwenden, wenn die Zahl aufler der
hochstwertigen noch weitere negative Ziffern enthélt:

Man teilt dazu die Zahl in Zifferngruppen ein, die aus einer —_—

fithrenden negativen Ziffer und ansonsten nur aus positiven Zif- 417253

fern oder Nullen bestehen. Diese Gruppen wandelt man, jede R

fiir sich, nach den obigen Schema um. Ce T e

-383147

Anhéngende Nullen bleiben dabei wie oben unumgewandelt, TO m 3

bei ‘inneren’ Nullen bildet man das Neunerkomplement. I —

'S AR A

—-406983

Eine negative Ziffer, die keinen oder einen negativen rechten E = 5 3
Nachbarn hat, wird einfach in die entsprechende positive Ziffer ‘ :

umgewandelt. ! A ’ ! ‘ v

-397183

Noch einmal die positiven Zahlen

Auch positive Zahlen (bzw. negative Zahlen mit Vorzeichen) lassen sich mit der Nik-
hilam-Methode in Standardzahlen umwandeln. Allerdings vertauschen dann positive
und negative Ziffer ihre Rollen:

|

Die Zifferngruppen bestehen aus einer fithrenden positiven Zif-

fer und ansonsten nur aus negativen Ziffern oder Nullen. Fiir 3741256
die positive Ziffer d schreibt man d — 1, die negativen Ziffern = V' 2 2 = 7 >
werden wie oben durch ihre positiven Neuner- bzw. Zehner- Ces s
komplemente ersetzt. 3658844
Anhéngende Nullen bleiben dabei wie oben unumgewandelt, ——

o ) : . . . . 2504071
bei ‘inneren’ Nullen, die zwischen negativen Ziffern eingeschlos- NI EE—
sen sind, bildet man das Neunerkomplement. 222
Eine positive Ziffer, die keinen oder einen positiven rechten 1496071

Nachbarn hat, wird einfach iibernommen.



